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1. Introduction 

Soient k un corps et p un nombre premier. Rappelons la definition de la p-dimension de k 
f |Ser94) . |Kat82) l. 

Si p ^ car. k, on appelle p-dimension de k, la p-dimension cohomologique du groupe profini 
Gk ■— Gal(fc°°''/fc), ou fc'"" est une cloture separable de k (cf. |Ser94) ). C'est le plus petit entier 
d (ou I'infini si un tel entier n'existe pas) tel que pour tout Gfe-module discret M de p-torsion et 
tout n > d, les groupes H"(G'fe,M) soient nuls. 

Si p = car. k, la definition fait intervenir des invariants differentiels. Pour tout schema X et 
tout entier i S N, notons fix ■= A'^x/z ^x-module des i-formes diflerentielles absolues et 
log 1^ sous-faisceau etale abelien des formes diflerentielles logarithmiques, c'est-a-dire localement 
engendre par les sections de la forme dlog(a;i) A • • • Adlog(a;i), pour xi, . . . ,Xi G On pose alors 
Hp(fc) := H^j(fc, r2^~j^g[— (« — 1)]) ; c'est un analogue de H^j(fc,^^*^^) en caracteristique differente 
de p. ("Voir [2T2.II pour une definition equivalente.) Enfin, rappelons que le rang du fc-module flj. 
est egal au p-rang de k, c'est-a-dire au cardinal d'une p-base (absolue) de k (cf. [EGA IV chap. 
§21.1]) ; s'il est fini c'est egalement I'entier r pour lequel [k : k^] = p^ . 

Definition 1.1 (Kazuya Kato, |Kat82j . §0). — ha p-dimension d'un corps k de caracteris- 
tique p > est le plus petit entier d (ou I'infini si un tel entier n'existe pas) tel que fl'f^^ = et 
Hp+^(fc') = pour toute extension finie k' /k. 

L'objet de cet article est de demontrer le resultat suivant, conjecture par K. Kato : 

Theoreme 1.2. — Soit A un anneau local henselien excellent, integre de dimension d. Soient k 
son corps residuel, de caracteristique p > 0, et K son corps des fractions. Alors, on a I'egalite 

dimp{K) = dim(A) + dimp(fc). 

Dans op. cit., ce theoreme est demontre par K. Kato dans le cas particulier essentiel ou A 
est un anneau de valuation discrete complet (cf. I2.3.l|) . Son theoreme est une generalisation d'un 
theoreme de S. Lang ( [Ser94] . chap. II, §3.3 et §4.3) au cas d'un corps residuel non algebriquement 
clos. La necessite de prendre en compte le p-rang dans le cas d'un corps residuel non necessairement 
parfait avait ete conjecturee par M. Artin dans [SGA4 x 2.2]. La demonstration de K. Kato utiHse 
la if-theorie de Milnor, qui permet en caracteristique mixte, par I'intermediaire des symboles 
cohomologiques, differentiels, et du theoreme de Bass-Tate ( |BT73j . I 4.3), de faire le pont entre 
la cohomologie galoisienne du corps des fractions et les formes differentielles absolue sur le corps 
residuel. 

Le cas de la dimension deux est egalement etabli par K. Kato, en caracteristique mixte (et dans 
le cas d'un corps residuel algebriquement clos), dans [Sai86j, §5. Sa demonstration, if-theorique, 
repose sur le theoreme de Merkurjev-Suslin ainsi que sur la resolution des singularites des surfaces. 

Notons que si A est un anneau strictement local excellent, integre, de corps des fractions K, et 
£ un nombre premier inversible dans A, on a 

dim£ K = dim A, 

comme conjecture par M. Artin dans [SGA4 X 3.1]. On a en effet dim£ K > dim A 
([SGA4 X 2.4]) ; par ailleurs, le premier auteur a recemment demontre que pour tout / G A, on 
a cdi(Spec{A[f~^]) < dim A ([ GabOSb] . §8) et done dim^ K < dim A par passage a la limite. 

Donnons brievement quelques indications sur la methode utilisee id, qui suit de pres la technique 
d'algebrisation introduite par le premier auteur dans [GabOSa] et op. cit. (voir egalement |Mat02) . 
theoreme 2.2). Utilisant le theoreme d'approximation de Popescu, on se ramene au cas d'un anneau 
local complet noetherien. En egale caracteristique, on utilise alors le theoreme de Cohen-Gabber 
( [GabOSaj . 8.1), dont la demonstration est rappelee en appendice (cf. l7.ip . qui precise le theoreme 



2 



de structure de Cohen et permet, grace au theoreme d'algebrisation d'Elkik, de faire de cet anneau 
le complete d'un anneau local henselien essentiellement de type fini et de dimension relative un sur 
un anneau local complet de dimension un de moins. Les premices d'une telle idee se trouvent deja 
dans I'expose de M. Artin [SGA4 xix §1 & §6]. En caracteristique mixte, dans le cas oup est ramifie 
dans A, on utilise le theoreme de Epp, ainsi que le theoreme 11.21 en egale caracteristique, pour 
pouvoir algebriser nos donnees. Dans les deux cas, on precede par recurrence sur la dimension 
de I'anneau, en utilisant le theoreme de Kato (dimension un) et, en caracteristique mixte, un 
theoreme de comparaison henselien/formel du a K. Fujiwara et au premier auteur. 

Le plan de Particle est le suivant : apres quelques rappels et complements sur la p-dimension 
(12]); on commence par minorer la p-dimension du corps des fractions (|3]). La demonstration est 
tres semblable a celle de K. Kato en dimension deux. Majorer la p-dimension est plus difficile. On 
commence par le cas d'egale caracteristique (ill, qui nous permet de traiter ensuite le cas d'inegale 
caracteristique En inegale caracteristique, le theoreme principal est generalise (^6]) au cas 

d'un ouvert affine de Spec{A[p~^]) . Enfin, dans un appendice on rappelle la demonstration 
du theoreme de Cohen-Gabber mentionne ci-dessus. 



Le second auteur souhaite remercier Luc Illusie pour d'utiles commentaires sur les versions 
precedentes de ce texte, ainsi que Takeshi Saito et I'universite de Tokyo pour leur chaleureux 
accueil durant le premier semestre 2006-2007. 



2. p-dimension : rappels et complements 

Dans cette section on reunit divers lemmes (dont certains ne sont mis que pour memoire) qui 
seront utiles aux cours des devissages qui vont suivre (reduction au cas normal, resp. complet) 
ainsi que I'enonce du theoreme de Kato et d'un corollaire important. 

2.1. p-rang. — 

Lemme 2.1.1. — Soitk'/k une extension finie de corps de caracteristique p > 0. Alors, lep-rang 
de k est egal au p-rang de k' . 

Demonstration. On se ramene immediatement aux cas ou k' /k est etale ou radicielle de degre p. 
Dans le premier cas, le morphisme canonique k' ®k ^\ est un isomorphisme et le resultat 

s'obtient alors en considerant le rang de ces modules. Dans le second cas, considerons a £ fc' tel que 
k' — k{a) et posons b := & k. L'element b n'appartient pas a k^ et Ton pent done le completer 
en une p-base {b,bi}i^j de k. De I'egalite k'^ = kP{b), on deduit que I'ensemble {a,bi}i^i forme 
une p-base de fc'. □ 

Lemme 2.1.2. — Soit K un corps discretement value de caracteristique p, de complete K . Si 
[K : RP] est fini, on a I'inegalite : 

[K : RP] > [k : RP]. 

Demonstration. Soit {61, . . . , 6^} une p-base de K, de sorte qu'en particulier K = KP(bi, . . . ,br). 
Le sous-corps KP{bi, . . . ,br) de K contient done K et, etant fini sur Rp, est ferme dans K. L'egalite 
K = KP{bi, . . . , br), et la conclusion, en decoulent. □ 

Remarques 2.1.3. — a) II se peut que le p-rang de K soit denombrable et celui de K inde- 
nombrable (cf. |Bas78j . §3). b) Le lemme est valable sans restriction sur la valuation : d'apres 
[Bourbaki, A.C. chap. 6, §8, N°2 Prop. 2], le carre commutatif 

K ^k 

Frob Frob 



K — ^k 
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induit une surjection K ®k K ^ K. L'inegalite desiree en resulte immediatement. 
Reciproquement : 

Lemme 2. 1.4.- — Soit A un anneau local henselien excellent integre de caracteristique p > 0, de 
corps des fractions K. Soient A le complete de A et K son corps des fractions. Alors, 

[K : RP] < [k : RP]. 

De plus, si [K : RP] est fini, c 'est une egalite. 

Rappelons que A est integre ([EGA IV4 18.9.2]). 

Demonstration. — L 'extension R/R est separable de sorte que le morphisme canonique R ®k 
ri^^ est une injection ([EGA Oiv 20.6.3]). Verifions la seconde assertion. Sous les hypotheses 
faites, la normalisation de A dans R'^^p est finie sur A, de sorte que Frob : A ^ A est fini et que 
le morphisme A ®A,Fmh A A esX un isomorphisme (cf. p. ex. [EGA Oj 7.3.3] ; rappelons a cette 
occasion qu'un anneau excellent est noetherien). On en tire immediatement que Vl\ ®a A fin- 
est un isomorphisme. (Cela resulte du fait que fl\ — ^pioh-A-tA '^^ meme pour A.) 

□ 

Lemme 2.1.5. — Soit A un anneau de caracteristique p > possedant une p-base finie 

Pour tout entier n > 0, I'ensemble {bi}i^j U {a;i,...,x„} constitue une p-base de I'anneau 

A[[xi, . . . ,a;„]]. 

Demonstration. — II suffit de traiter le cas ou n = 1. Pour d : I ^ [0,p— 1], posons ~ Yiiei 
La conclusion resulte des decompositions : 

p-i 

A[[X]] = ^A[[XP]]X\ 
A= APb^, 

■6£[0,p-l]' 

et de la finitude de I'ensemble /. □ 

Enfin, signalons le lemme suivant : 

Lemme 2.1.6. — Soit A un anneau integre ayant une p-base {bi}i^i. Alors, les elements hi 
forment une base de FracA. 

Demonstration. — C'est immediat en chassant les denominateurs par une puissance p-ieme. □ 
2.2. Les groupes Hp(fc). — 

Proposition 2.2.1. — Soient k un corps et i un entier. Le groupe Hp"'"^(fc) :— Hl^{k, 17^ Yog) 
isomorphe au conoyau du morphisme 

ou 1 est la projection canonique Q}. — > ni./dV.]r^ et C"^ I 'isomorphisme de Cartier inverse. Le 
morphisme p est caracterise par la formule : 

xd\og{yi) A ■ • • dlog(yi) ^ {x - xP) dlog(?/i) A ■ • • A dlog(j/i) mod dVL^jT^ . 
Demonstration. Rappelons que I'on a une suite exacte (de faisceaux etales abeliens sur Spec(/c)) 

- niiog - i^Dd^o ^ 0, 

ou C est I'operateur de Cartier sur les formes fermees (cf. |I1179) chap. 0, §2.4 et |Tsu96j . 6.1.1.). 
(Pour i = 1, I'exactitude a gauche est la caracterisation classique due a P. Cartier des 1-formes 
logarithmiques.) On deduit immediatement de I'isomorphisme de Cartier que le noyau de 1 — C 
s'identifie naturellement au noyau de p. II suffit alors de considerer la suite exacte longue de 
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cohomologie associee et I'acyclicite des faisceaux coherents pour conclure. (Voir aussi |Kat89j . 
§1.3.) □ 

2.2.2. Exemples. — Pour tout corps k de caracteristique p > 0, on a Hp(fc) — k/p{k), ou p est le 
morphisme d'Artin-Schreier usuel. En particulier, il est trivial pour un corps separablement clos. Si 
k est parfait (de fagon equivalente : de p-rang nul), Hp(fc) — qui est en general un quotient de fl]. — 
est nul. On pent montrer plus precisement que Hp(fc) s'identifie au sous-groupe de Br(fc) forme 
des elements annules par p, par I'intermediaire de I'application envoyant une forme differentielle 
Lu — xdlog(2/) {x € k, y £ k^), sur I'algebre centrale simple de rang definie par des generateurs 
X, Y lie s par les relations XP - X = x,YP =y et YXY-^ = X + 1 (cf. |Ser94j . chap. II, §2.2 et 
|Ser68) . chap. XIV, §5). 

2.2.3. Trace. — Remarquons maintenant que I'on pent definir une trace dans le present contexte. 
La fonctorialite contravariante en le corps est quant a elle elementaire. 

Si k' /k est une extension finie etale de corps de caracteristique p > 0, la trace Tr^',^^ : fi^, fi^ 

(deduite du morphisme Trj,/ /j. : k' ^ k grace a I'isomorphisme k' ®k ^\ ^V) envoie df^^T^ dans 
dr^^"^ et induit un morphisme, note TrJ^',^^,, de W^^{k') dans W^^{k). 

Si k' /k est finie non necessairement etale, de caracteristique p > 0, une telle trace est construite 
par K. Kato a partir de la norme N0 en if-theorie de Milnor (cf. |BK86) . p. 126 ; voir egalement 
[FukOlj . §2). Cette trace est caracterisee par les proprietes suivantes : 

i. pour i = 0, c'est la trace usuelle, 
ii. le diagramme suivant est commutatif : 

Kf{k')'-^ni, , 



k' /k 



fc' /k 



iii. on a compatibilite avec d : d(Tr^f^^(cj)) = Tr^i^Jf,^ (duj) (pour u; G f^^/), 

iv. elle satisfait une formule de projection : Tr'^"'(tj A uj') — Tr'(w) A lu' si uj & et uj' G fl^., 
V. elle est compatible aux extensions de corps : Tr^v^^, o Tr^',,^^,, = Tr^',,^^,. 

Si fc' — k{a)/k, ou = b S fc, est une extension radicielle de degre p, il resulte de la commuta- 
tivite du diagramme ci-dessus que Ton a Tr^;^^(dlog(a)) — dlog(6), et de la formule de projection 
que Ton a, pour tout entier z > : 

^feVfc ^J"') ^ dlog(6i) A • • • A dlog(&,_i)) = Co dlog(6) A dlog(6i) A ■ • • A dlog(&,_i). 



Tr! 



ou les Cj appartiennent a fc et les bj a fc^ . 

On deduit de cette formule que la trace commute au morphisme C'~^ : fl^ — > f2'/<^f^*~1l!3 de 
sorte qu'elle induit par passage au quotient un morphisme trace Tr^',^j, sur les Hp+^. De plus, on 
constate que le morphisme induit est une surjection pour i egal au p-rang de fc. 

Le lemme immediat suivant rend plus explicite la structure de Hp+^(fc), ou r est le p-rang d'un 
corps fc comme quotient de 17^ ~ fc. (Voir aussi I2.2T7I pour une demonstration du lemme [2.2.51 
qui n'en fait pas usage.) 



Lemme 2.2.4- — Soit fc un corps de caracteristique p > et bi, . . . ,br une p-base. Pour toute 

espace 



fonction •& : [l,r] [0, ...,p— 1], posons b"^ :— bf'"^^---bt''^^ et notons fc>o le sous-k^ 



^^^Dans le cas radiciel de degre p, on se ramene aisement au fait que pour chaque < j < p et tous c G A;, 
b,b{,...,b[_^ 6 on a cPb^-'^db A dlog(b') = d{^b^ dlog{b')) G ou Ton pose dlog{b') := dlog(fe'i) A •■■ A 

dlog(6^_j^). Dans le cas etale, cela resulte de ce que Tr(a)P = Tr(aP). 
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vectoriel (Ba^okPb^ de k. L'isomorphisme k fl^., defini par A ^ Adlog(6) := Adlog(5i) A • • • A 
dlog(6r) induit par passage au quotient un isomorphisme de Fp-espaces vectoriels 

fc/(p(fc) + fc>o) ^H;+i(fc). 

Demonstration. — Calculons I'imaee dni-^ C ni = k ■ dlog(6) = (fcP • &''dlog(6)) . Pour chaque 
■dji, considerons I'element 

LU^)^, := b^dlog{bi) A • ■ • A dlog(6i_i) A dlog(fe,,+i) A ■ • • A dlog(&r) 

de dfll^^- Ces formes engendrent ^^^^ comme fc^-espace vectoriel. On a 

dwtf,,; = {-iy+^^{t)b^dlogib) = ((-l)*+iz9(i))^5''dlog(6). 

Ainsi, faisant varier z9, i, on en deduit que 

dni-^ = k>a ■ dlog(6). 

Le quotient ilj^ydri)^^^ s'identifie done a fc/fc>o par I'application A mod fc>o Adlog(fe) 
mod c?ri^~\ et le morphisme p : fll ^ Ql/dQlT^ a A i-^ A — A^ mod /c>o. Ainsi, Hp+^(fc) 
est isomorphe a 

fc/(/c>o + p(fc)). 

□ 

Void maintenant un analogue du lemme [2.1.11 

Lemme 2.2.5. — Soit K un corps discretement value de caracteristique p > 0, de p-rang r < 
+0O. L'application canonique 

est une surjection. En particulier, si Hp+^(i^) est nul, il en est de meme de Tip^^{K). 

Demonstration. — Si le p-rang de K est strictement inferieur a r, }ip'^^{K) est nul et il n'y a rien 
a demontrer. Supposons le done egal a r. Le morphisme deduit de la fonctorialite contravariante 
en le corps correspond, d'apres le lemme [2.2.41 et sa demonstration, au morphisme canonique 

K/{p{K) + if>o) ^ K/{p{K) + X>o). 

(Les choix de K^q et K^q se font relativement a une p-base commune.) II nous faut sufHt done de 
montrer que le morphisme compose 

K ^ K ^ K/{piK)+Kyo) 

est une surjection. On va montrer plus precisement que le morphisme K K / p{K) est une 
surjection. Soit X € K ; considerons Xq G K tel que w(A — Aq) > 0. D'apres le lemme ci-dessous, il 
existe a G K tel que A — Aq = p{o:)- Ainsi, A = Aq modulo p{K). □ 

Lemme 2.2.6. — Pour tout anneau local A, complet de caracteristique p > 0, le morphisme 
p : A ^ A, a 1-^ a ~ a^, induit une surjection xnA ^ ttia- 

Demonstration. — Soit a £ A; I'identite a = p{a) + entrame par recurrence I'egalite 

a = p{a + aP ^ h a''") + a^"^' 

pour tout n > 0. Pour a S rriyi, la suite (a + a'° + • • • + )„>o converge dans A vers un element 
b G TTiA ; d'apres I'egalite ci-dessus on a alors a = p{b). □ 

Remarque 2.2.7. — La conclusion du lemme [2". 2. 51 est vraie pour tons les groupes Hp+^ (et pas 
seulement pour j = r) . II sufHt pour cela de montrer que est engendre (comme groupe abelien) 
par et les formes A • • • A ou a S (I'ideal maximal de I'anneau des entiers) et 

les bj sont dans . Etant donne une forme A • • • A /?, G , on pent trouver des 
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Uj € K tels que v{xj — yj) > v{xj) et v{xj — yj) +v{l3) > v{xj). Posons aj :— ^ — 1, de sorte que 
Xj = yj{aj + 1) et done (pour chaque j) 

dxj dyj ^ aj daj 

Xj yj a J + 1 aj ' 

L'hypothese sur les valuations signifie que et l3 appartiennent a m^_. 

Cela nous permet de remplacer les Xj par les yj ; on conclut en approcliant /? comme ci-dessus. 

En dimension superieure on a la reciproque suivante : 

Proposition 2.2.8. — Soit A un anneau local henselien excellent integre de corps des fractions 
K . Soient A son complete et K le corps des fractions de A. Supposons les p-rangs de K et K 
egaux a un entier r < +oo. Le morphisme canonique 

w+\K)^K;\k) 

est une injection. 

La demonstration fait usage de la generalisation suivante du theoreme d'approximation d'Artin : 

Theoreme 2.2.9 (Dorin Popescu, |Pop86| , theoreme 1.3). — Soit A un anneau local ex- 
cellent henselien. Pour tout systeme systeme fini d'equations polynomiales a coefficients dans A, 
I'ensemble des A-points est dense, pour la topologie xaA-adique, dans I'ensemble des A-points. 

Demonstration de la proposition \2.2.§l — Soit . . . , 6^} une p-base de K ; c'est egalement une 
p-base de K (|2.1.4p . Quitte a les multiplier par une puissance p-ieme convenable, on pent supposer 
les bi dans A. Soient K^q et K>o comme en l2.2.4l relativement a ces bases. II s'agit de montrer 
que si un element X & K appartient a p{K)+Kyo, il appartient egalement a p{K) + Kyo- Ecrivons 

ou les a* sont dans A, les dans A — {0}, et parcourt, comme dans loc. cit., I'ensemble des 
applications [l,r] — > [0,p — 1]. De fagon equivalente, I'equation a coefficients dans A 

a pour solution 

ou d parcourt cette fois-ci [0,p — U {0}. 

D'apres le theoreme d'approximation ci-dessus, cette equation a egalement une solution dans 
A, dont les coordonnees Y sont non nulles, de sorte que A appartient bien a p{K) + KyQ. □ 

Remarque 2.2.10. — Du fait que Ton peut definir un operateur de Cartier inverse : ^\ 
ri^/dfi^^ pour tout anneau A de caracteristique p ( |Kat70j . 7.2), on peut egalement deduire le 
resultat precedent (en tout degre) de I'enonce [5.2.21 

Corollaire 2.2.11. — Sous les hypotheses de \2.1.4\ on a I'inegalite 

diiRp^K) < dimp{K), 
ou p est la caracteristique du corps K . 

Demonstration. — Si [K : K'p] < [K : Rp], il n'y a rien a demontrer de sorte que Ton peut 
supposer les p-rangs finis, egaux a r g N. II faut montrer que si Ilp'^^{K') ^ pour une extension 
finie K' de -ftT, il existe une extension finie LjK telle que Hp+^(i) ^ 0. D'apres la proposition 
precedente, il suffit de considerer le corps des fractions du complete du normalise de A dans K' . □ 

(D'apres [TT2l cette inegalite est en fait une egalite.) 

Terminons par une propriete d'invariance, elementaire mais cruciale, de la p-dimension. 
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Lemme 2.2.12. — Soient k un corps, k' jk une extension finie et p un nombre premier. Si 
dimp(fc) est fini, on a egalite : 

dinip(A:) — dimp(fc'). 

Demonstration. — Si p est inversible sur k, c'est |Ser94) . chapitre II, 1[4.1, proposition 10. Si 
p — car. k, on sait deja l|2.1.ip que les p-rangs sont egaux. II en resulte que Ton a une inegalite : 
dimp(fc) > dimp(fc'). Supposons r — p-rang(fc) fini. Quitte a remplacer k par une extension finie 
et k' par une extension composee, on est ramene a montrer que si Hp+^(fc') = 0, on a egalement 
Hp+^(fc) = 0. Cela resulte de la surjectivite de la trace l|2.2.3p . □ 

2.3. Le theoreme de Kato. — 

Theoreme 2.3.1 (Kazuya Kato, |Kat82j V Soit A un anneau de valuation discrete hense- 
lien excellent de corps residuel k de caracteristique p > et de corps des fractions K . On a 
I'egalite 

dimp(if ) = 1 + dinip(A:). 

Rappelons que I'hypothese d'excellence signifie ici que I'extension FracA/FracA est separable. 

Le lecteur pourra consulter avec profit I'expose de J.-L. Colliot-Thelene |CT99j pour une 
demonstration du theoreme ci-dessus. 

Void maintenant un corollaire du theoreme precedent, qui est I'analogue du (corollaire au) 
theoreme de Tsen ( |Ser94j . chapitre ii, §3.3 et §4.2). 

Corollaire 2.3.2 (Kazuya Kato et Takako Kuzumaki, j KKSe] ) 

Soient K/k une extension de degre de transcendance N , etp un nomhre premier. On a I'inegalite 

dimp{K) <N + dimp(fc). 

(La demonstration du corollaire se fait par reduction au cas bien connu de la caracteristique 
nulle.) 

Remarque 2.3.3. — Cette meme methode permet de deduire I'invariance de lap-dimension par 
extension finie du theoreme de Kato. 

Terminons cette section par une variante, elementaire mais plus expHcite, du theoreme 12.3. H 
qui semble laissee en exercice au lecteur dans la litterature (cf. p. ex. |Kat82) ). 

Proposition 2.3.4- — k un corps de caracteristique p > et de p-rang r < +oo. Le mor- 
phisme 

R;+\k)^R;-^^k{it))) 

envoyant la classe de u sur la classe de uj f\ dlog(<) est un isomorphisme. 

Demonstration. — Soit {6i,...,6r} une p-base du corps k; il resulte de 12.1.51 et 12.1.61 que 

{bi, . . . ,br,t} est une p-base de k{{t)). Considerons A:>o et fc((i))>o comme en 12.2.41 relative- 
ment a ces p-bases. (Rappelons que A:((t))>o est un sous fc((i))P-espace vectoriel de k{{t)).) Le 
morphisme u i-^ u A dlog(i) de I'enonce correspond au morphisme canonique 

fc/(p(fc) + fc>o) fc((0)/(p(MW)) + kmu) 

(ou p est le morphisme d'Artin-Schreier usuel) deduit de I'inclusion k ^ k{(t)) par passage au 
quotient. 

Verifions que (★) est une surjection. Puisque tout element de k{(t)) de valuation strictement 
positive est dans I'image de p (cf. lemme [2.2.61 ci-dessus). il suffit de montrer que tout element 
a_„f^" + • • • a_ii^^ + oq est congru modulo p(fc((t))) + fc((i))>o a un element de A; C k((t)). On 
peut supposer ag = 0. Montrons par recurrence sur n > 1 que pour chaque a G k, I'element at~" 
appartient a p(fc((t))) +k{{t))^o. Par construction, pour tout a £ k, tout r S Z et tout i € [l,p— 1], 
I'element {at^^) ■ f appartient a fc((i))>o de sorte que le resultat est acquis pour n premier a p. 
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Considerons maintenant le cas ou n est un multiple de p, n = rp. Ecrivons a = Oq + a>o ou oq S fc 
et a>o G fc>o- On peut alors decomposer at~^P en : 

Le second terme, appartient a fc((i))>o ; le premier terme est egal a |r — p(fr)- L'entier r 
etant strictement inferieur a rp, on peut deduire de I'hypothese de recurrence que (fr)^ appartient 
ap(/c((t)))+fc((i))>o. 

Verifions maintenant que (*) est une injection. Soit a G fc tel que a e p(fc((i))) + fc((t))>o et 
montrons qu'il appartient a p(fc) + fc>o. Ecrivons a = p{b'' + bo + 6+) + 6>o, ou 60 G A:, 6~ (resp. 
6+) est un polynome en (resp. une serie en t) sans terme constant, et 6>o G A:((t))>o. Puisque 
p(6~) (resp. p(6"^)) est egalement un polynome en (resp. une serie en t) , sans terme constant, 
et que p(6o) appartient a p{k), il sufRt de verifier que le terme constant de 6>o appartient a k^Q. 
Rappelons a cette fin que I'on a la decomposition : 

fc(W)>o = ( kmrb^f) ® (0A.((t))V), 

ie[l,p-l],i9 i?#0 

ou "(9 parcourt I'ensemble des fonctions [l,r] ^ [0,p — 1]. La premiere somme directe ne contri- 
bue pas au terme constant done il suffit de verifier que le terme constant d'un element de 
0^_^g k{{t))Pb^ appartient a A;>o ; c'est clair. 

□ 



3. Minoration de dimp(_ft') 
Dans cette section, on demontre I'inegalite suivante, ou A, K et k sont comme dans ll.2l : 

(3.a) dimp(if) > dim(A) + dimp(fc). 

3.1. — Soit A"^ le normalise de A dans son corps des fractions. L'anneau A etant excellent (cf. 
[EGA IV2 7.8]), il est egalement universellement japonais, de sorte que A'^ est fini sur A. Ce 
dernier etant henselien et A'^ etant integre, l'anneau A''' est local. II est egalement henselien et 
excellent. 

Soit k" le corps residuel de A^ ; c'est une extension finie de k de sorte que d'apres 12.2.121 il 
suffit de demontrer l3.al dans le cas particulier ou A est normal. 

3.2. Le cas d'inegale caracteristique (cf. |Sai86| . §5). — Soit A comme ci-dessus, de di- 
mension > 2, et p un ideal premier de hauteur un. Soit B le localise Ap — de corps des fractions K 
— , B son complete, et L le corps des fractions de B. Puisque toute L-algebre etale est induite par 
une i^-algebre etale ([SGA4 x 2.2.1]), le morphisme Gl Gk est une injection. Compte tenu 
de la decroissance de la dimension cohomologique par passage a un sous-groupe ferme ( [Ser94) . 
chapitre I, §3.3, proposition 14), on a done : 

(★*) cdp{K) > cdp{L). 

Le corps L etant le corps des fractions d'un anneau de valuation discrete complet (done henselien, 
excellent), on a de plus I'inegalite 

cdp(L) > 1 + dimp(K(B)), 

ou k(B) est le corps residuel de B. Cela resulte du theoreme l2.3.1l On acheve la demonstration, par 
recurrence, en remarquant que k{B) est le corps des fractions de l'anneau local integre henselien 
excellent A/p, de dimension dim(j4) — 1. 
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3.3. Le cas d'egale caracteristique. — Procedant comme ci-dessus, il nous suffit de demontrer 
I'analogue de (*★) pour la p-dimension. C'est le contenu du lemme ci-dessous. 

Lemme 3.3.1. — Soient K un corps discretement value de caracteristique p > et K son com- 
plete. L 'inegalite suivante est satisfaite : 

dimp(i^) > dimp(^). 

Demonstration. — Si ii' et if n'ont pas le meme p-rang, il n'y a rien a demontrer (cf. I2.1.ip ; 
supposons done qu'ils sont egaux a un entier r < +oo et qu'il existe une extension finie L'/K 
telle que Hp+^(L') 0. II nous faut alors montrer qu'il existe une extension finie L/K telle que 
Hp+^(L) ^ 0. Soit k' le corps residuel de L' ; c'est une extension finie du corps residuel k des corps 

discretement values K et K. II existe done une extension finie L/K telle que ffh/'^ffK = k' : on 
se ramene immediatement au cas ou k' /k est monogene, qui est bien connu (cf. p. ex. |Ser68] . 
chapitre I, proposition 15 ; voir aussi [EGA 0,,, 10.3.1-2]). En particulier, le complete L de L est 
(abstraitement) isomorphe a L' (tons deux isomorphes au corps des series de Laurent k'{{t))). 
D'apres le lemme [HHH pour un tel corps L, le morphisme Wp+\L) ill+\L) ~ Wp+\L') ^ 
est une surjection. Ainsi, Hp+^(L) ^ 0, comme escompte. □ 



4. Majoration de dimp(i4') : le cas d'egale caracteristique 

Dans cette section, on demontre par recurrence sur la dimension I'inegalite suivante, ou A, K 
et k sont comme dans 11.2] et ou Ton suppose de plus A de caracteristique p > : 

(4. a) dimp(if) < dim(A) + dimp(fc). 

II resulte de 13. al et 12.2.111 que Ton pent supposer A normal complet. (On utilise egalement le 
fait que le complete d'un anneau local excellent normal est normal ([EGA IV 7.6.1]).) 

Notons d la dimension de A, k son corps residuel, r le p-rang de fc, que Ton pent supposer fini, 
et K le corps des fractions de A. Commengons par un lemme elementaire. 

Lemme 4-1- — Sous les hypotheses precedentes, on a : 

p-rang{K) = d + r. 

Demonstration. — D'apres le theoreme de structure de Cohen [EGA 0,v 19.8.8 ii], il existe un 
sous-anneau Aq de A, isomorphe a k[[ti, . . . ,td\], tel que le morphisme Spec(A) Spec(Ao) soit 
fini de sorte que p-vangK = p-rangFrac(Ao) l|2.1.ip . D'apres [2.1.5^ le terme de droite est egal a 
d + r. □ 

II nous faut done montrer que si dimp(fc) = r (c'est-a-dire si Hp+^(fc') = pour toute ex- 
tension finie k'/k), hypothese que nous allons maintenant supposer satisfaite, on a egalement 
H^+''+i(if') = pour toute extension finie K'/K. II suffit de montrer que H^^+'^+H^) = 0. 

4.2. — Posons n — d+r et considerons un element de fi^, que Ton ecrit j, ouu € fi^/torsion et 
/ G mA ~ {0}. D'apres le theoreme de structure de Cohen-Gabber (|7.ip . il existe un sous-anneau 
Aq de A, isomorphe a k[[xi, . . . ,Xd]] tel que le morphisme tt : Spec(A) — > Spec(Ao) soit fini et 
generiquement etale. Soit /o = ^x/Xoif) la norme de I'element / ([EGA II 6.5]). L'element 

/o divise / de sorte que Ton pent supposer, et Ton supposera, que l'element / appartient a Ag. 
Considerons le ferme R de Xq := Spec(Ao) au-dessus duquel le morphisme tt est ramifie. II existe 
un element non nul a e Aq tel que R soit contenu dans le ferme V{a). Enfin, quitte a remplacer a 
et / par a/, on pent supposer a = f. 

Rappelons le theoreme de preparation, qui nous permettra de rendre le lieu de ramification fini, 
par projection, sur un schema de dimension un de moins. 
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Theoreme 4-3 (Theoreme de preparation de Weierstrafi, [Bourbaki, A.C. chap. VII, 
§3, N°7-8]) 

Soient A un anneau local separe complet d'ideal maximal xn et n un entier. 
i. Soit k un entier et f ^ A[[X_,T]] (X_ = {Xi, . . . ,Xn}) une serie entiere fc-reguliere relative- 
ment a T, c'est-a-dire congrue d (m G A[[r]]^) ■ T'' modulo (m,X). Pour tout g G T]], 
il existe un unique couple (q,r) e T]] x A[[X]][T] tel que g ^ qf + r et deg-p(r) < k. 

ii. Soit k un entier. Si f £ ^[[^i T]] est k-reguliere relativement a T, il existe un polyndme 

P = T'' + J2^<kP^T\ oil Pi e {m,2QA[[X]], et une unite u e A[[X,T]]'' tels que / = uP. 
iii. Soit f G ^[[^,2^]] non nulle modulo m. // existe un entier k et un automorphisme A[[T]]- 
lineaire c de A[[X_, T]], tel que c{Xi) — Xi + Tf^ et c{f) soit k-regulier. 

D'apres (iii) et (ii), quitte a changer de coordonnees, on pent supposer a et f egaux a un 
meme polynome unitaire en Xd, dont les autres coefficients appartiennent a I'ideal maximal 
de fc[[a;i, . . . , On notera G ce polynome, qui appartient en particulier a I'anneau Aq :— 

k[[xi, ... , Xd-i]]{xd}, henselise de k[[xi,. . . ,Xd~.i]][xd] en I'origine. 

Lemme 4-4- — Soient B un anneau local complet noetherien et P £ B[X] un polyndme de la 
forme X" + Y.i<n ou 5^ G ms. 

i. Le complete {P)-adique de B{X} s'identifie a B[[X]]. 
ii. La paire {Spec{B{X}),V{P)) est henselienne. 

Demonstration. — Verifions (i). Soit Q G B[X] un polynome unitaire. II resulte de 14.31 (i). que 
I'anneau quotient i3[[X]]/((5) est isomorphe comme B-module a B[X]/{X'^''siQ}) et en particulier 
fini sur B. Son sous-anneau (par fidele platitude) B{X}/{Q) est done egalement fini sur B, done 
complet, et finalement isomorphe a B[[X]]/{Q). UtiHsant ce fait pour Q = P", n > 0, on en 
deduit que le separe-complete (P)-adique de B{X} est isomorphe a celui de ; ce dernier est 

isomorphe a -Bii-'^]] si Ton suppose de plus que P n'est pas constant. 

Verifions (ii). Rappelons qu'une paire (Spec(C), ^(1)) est dite henselienne si pour tout poly- 
n6me / G C[T], toute racine simple de g dans C/I se releve en une racine dans C. On laisse le 
soin au lecteur de verifier que pour tout anneau local henselien C et tout ideal / C mc, la paire 
(Spec(C), V{I)) est henselienne. On apphque alors ce resultat a C = B{X} et I = (P). □ 

Terminons ces rappels par I'enonce du theoreme d'algebrisation suivant : 

Theoreme 4.5 (Renee Elkik, [ElkfS], theoreme 5). — Soient {X = Spec(yl),F = V{I)) 
une paire henselienne avec A noetherien, et U le sous-schema ouvert complementaire de Y dans X . 
Notons X^ le complete de X le long de Y , Y le ferme correspondant aY etU son complementaire 
dans X^. Le foncteur X' ^ X' xx X=^ induit une equivalence de categories entre la categoric des 
X -schemas finis, etales sur U , et la categoric des Xy-schemas finis, etales sur U . 

Reprenons les notations en vigueur apres le theoreme l4.3l Le ferme V{G), contenant le lieu de ra- 
mification, etant defini par une equation polynomiale unitaire a coefficients dans k[[xi, . . . , a;t;_i]], 
il resulte du lemme [4741 et du theoreme 14.51 que Ton pent algebriser le morphisme tt : Spec(A) 
Spec(Ao). En d'autres termes, on a un diagramme cartesien : 



X 



Spec(A) 



X 



Spec(A) 



TT 



□ 



fini, g6n. 6tale 



Spec(Ao) 



^0 



Spec(Ao) 



ou, rappelons-le, Aq est . . . , a;d_i]]{a;£i}. 

D'apres le lemme [4741 applique a B — k[[xi, . . . ,Xd-i]] et P = G, I'anneau complet A, fini sur 
^0; s'identifie au complete (G)-adique de A. On pent done decomposer ^ en 



G G 
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ou w G f7^/torsion et uj' G GTi^ /torsion C rriyiri^ /torsion. 

Le corps des fractions K de A est de degre de transcendance un sur le corps des fractions L de 
. . . , Xrf^i]]. Par hypothese de recurrence sur la dimension, et compte tenu du fait que I'on a 
suppose dimp(fc) =p-rang(/c), on a 

dimp(L) < (d - 1) + dimp(/c) = d - 1 + r. 

Enfin, d'apres le corollaire au theoreme de Kato l|2.3.2p . on a 

dimp(X) < dimp(i) + 1. 

Finalement, dmip{K) < d + r. Ainsi, la classe de ^ dans Hp+^(i^) est nulle ; a fortiori son image 
dans Tip'^^{K) Test egalement. 

On acheve la demonstration en remarquant que la classe uj' , m-adiquement proche de zero, est 
elle-aussi nulle dans Hp+^(i4r) : cela resulte d'une variante de l2.2.6j laissee en exercice au lecteur. 



5. Majoration de dhnp{K) : le cas d'inegale caracteristique 

5.1. — Dans cette section, on demontre par recurrence sur la dimension I'inegalite suivante, ou 
A, K et k sont comme dans ll.2( et ou Ton suppose de plus A de caracteristique nulle : 

(5. a) cdp{K) < dim(A) + dimp(fc). 

II resulte de I3.al que Ton pent supposer A normal. Comme en 12.2.111 on utilise le theoreme 
d'approximation de Popescu, sous la forme suivante, pour se ramener au cas complet. 

5.2. Reduction au cas complet. — 

Lemme 5.2.1. — Soit A un anneau local henselien excellent integre de corps des fractions K. 
Soient A son complete et K son corps des fractions. II existe un ensemble filtrant de sous-K- 
algehres de type fini {Bi)i^i de K tel que K = colimSi et chaque morphisme Spec(i3i) Spcc(i^) 
ait une section. 

Corollaire 5.2.2. — Soient A comme en \5.2.l] et F un foncteur de localement presentation finie 
{A — algehres) Ens. Le morphisme canonique F(if ) ^{K) est une injection. 

D'apres [SGA4 vil 5.7], on en deduit : 

Corollaire 5.2.3. — Soient A comme en \5.2.i\. p un nombre premier et i un entier. Le mor- 
phisme canonique 

ff(Spec(if)6t,Z/p) ff(Spec(if)et,Z/p) 

est une injection. 

Demonstration du lemme \5.2.1\ — II sufHt de demontrer que pour toute sous-if-algebre de type 
fini B de K , le morphisme Spec(i?) Spec(i^r) a une section. L'inclusion K-Xmesixe B ^ K 
correspond a un if -point d'un systeme d'equations convenables /i, . . . , (definissant B sur K) 
que Ton pent supposer a coefficients dans A. Quitte a chasser comme en 12.2.81 (demonstration) 
les denominateurs, on pent appliquer 12.2.91 pour obtenir un if-point, c'est-a-dire une section du 
morphisme Spec(i3) Spec(_fi'). □ 
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5.3. — En plus des hypotheses en vigueur dans 15.1] on suppose maintenant A complet. 

Pour pouvoir utiHser le theoreme de structure de Cohen-Gabber l|7.ip — qui suppose la « fibre 
speciale » reduite — , nous ferons usage du theoreme suivant : 

Theoreme 5.3.1 (Helmut Epp, |Epp73| , theoreme 1.9). — Soit T ^ S un morphisme lo- 
cal dominant de traits complets, de caracteristique residuelle p > 0. Notons ks et kt leurs corps 
residuels respectifs. Supposons ks parfait et le sous-corps parfait maximal de kt algebrique sur 
KS ■ II existe une extension finie de traits S' ^ S telle que le produit fibre reduit normalise 

r':= (Tx scored 
ait une fibre speciale reduite au-dessus de S' . 

Remarque 5.3.2. — En caracteristique mixte, on verifie immediatement que le produit fibre 
T Xs S' est reduit et que si Ton suppose seulement S complet (mais pas necessairement T), la 
conclusion est encore valable. (Cf. loc. cit., §2 pour le cas general.) 

5.3.3. — Commengons par verifier que I'hypothese sur les corps residuels est satisfaite dans de 
nombreux cas. Nous dirons qu'une extension de corps Kjk de caracteristique p > a la propriete 
de Epp si tout element du sous-corps W := r\i>QK'P de K est algebrique separable sur k. 

Lemme 5. 3. 3. a. — Pour tout corps K de caracteristique p > 0, on a, dans une cloture separable 

K^'" de K, 

Demonstration. — L'inclusion {KP°°y°^ C {K'""^)p°° est evidente : KP°° est parfait done toute 
extension algebrique, en particulier sa cloture separable {K^ ) ^ , Vest egalement. Comme cette 
derniere est contenue dans if"" , elle est egalement contenue dans son plus grand sous-corps parfait 

Reciproquement, considerons x £ {K'"'^y°° , et notons, pour chaque entier n> 0, Xn sa racine 
p"-ieme dans K ^ et /„ son polynome minimal {unitaire). Compte tenu d'une part de I'expression 
de /„ en fonction des polynomes symetriques en les conjugues galoisiens de Xn et d'autre part de 
I'injectivite et de I'additivite de I'elevation a la puissance p"-ieme, on a I'egalite /o = /A , ou 
fn est le polynfime obtenu a partir de /„ en elevant les coefficients a la puissance p"-ieme. II en 
resulte que les coefficients du polynome minimal fo de x appartiennent a . 

□ 

Proposition 5.3.3.b (Cf. |Epp73| , §0.4). 

i. Soient L/K et K/k ayant la propriete de Epp. Alors, L/k a la propriete de Epp. 

ii. Toute extension finie a la propriete de Epp. 

iii. Pour tout entier d, et tout corps k, I'extension (Fracfc[[a;i, . . . ,Xd\\)/k a la propriete de Epp. 

iv. Soient A un anneau local complet noetherien integre, et k C A un corps de representants 
(s'envoyant isomorphiquement sur le corps residuel de A). Alors, I'extension (FracA)/fc a la 
propriete de Epp. 

Demonstration. — (i) Par hypothese, Lp°° C if'"". Comme le corps Lp°° est parfait, on en deduit 
que LP C {K ^)p — {Rp ) ^ C k ^ , ou I'egalite resulte du lemme precedent. 

(ii) Toute extension etale a tautologiquement la propriete de Epp. D'apres (i), il reste a conside- 
rer le cas d'une extension radicielle K/k. Si elle est de hauteur < r, on a Rp C fc et en particulier 

RP"^ CkC fc"'^ 

(in) Soit A = k[[xi, . . . , Xd]] et R son corps des fractions. Montrons que Rp = kP . Comme 
R est contenu dans k{{xi, . . . , Xd-i)){{xd)), on se ramene par recurrence au cas ou d = 1. 
Tout element non nul de k{(t))P a une valuation infiniment p-divisible done nulle, de sorte 
que k((t))P — {0} est contenu dans et finalement dans kP par un calcul immediat. 

(iv) Cela resulte des observations precedentes et du theoreme de structure de Cohen. 
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□ 

5.3.4- — Soit fco = kP le sous-corps parfait maximal du corps residuel k Ae A et notons 
14^0 — T^(fco) I'anneau des vecteurs de Witt correspondant. II resulte du theoreme de Cohen que Ton 
a un morphisme X := Spec(v4) Sq := Spec(Wo) relevant I'inclusion ko ^ k ([EGA 0,v 19.8.6]). 

Pour tout point maximal p de la fibre speciale Xp, I'anneau de valuation discrete Ap a pour 
corps residuel FracA/p, ou A/p est un anneau complet integre noetherien de corps residuel k. 
D'apres l5.3.3.bl (i) & (iv), I'extension Frac(yl/p)/fco satisfait done I'hypothese du theoreme de 
Epp. Les ideaux p etant en nombre fini et la conclusion du theoreme de Epp l|5.3.1l et I5.3.2|) 
etant stable par changement de base fini (c'est un resultat de lissite formelle), il existe done un 
changement de base fini S'q — Spec(WQ) So tel que la fibre speciale du produit fibre normalise 
X' := {X Xsa S'q)" — Spec(A') soit reduite en ses points maximaux. (On utilise le fait que les 
points maximaux de la fibre speciale de X' — > Sq se trouvent au-dessus des points maximaux de 
la fibre speciale de X ^ Sq ; cf. p. ex. [EGA 0,v 16.1.6].) 

D'apres le lemme suivant, la fibre speciale est alors reduite. 

Lemme 5. 3. 4. a- — Soit X un schema noetherien normal. Tout diviseur de Cartier effectif ge- 
neriquement reduit est reduit. 

5.3.5. — Notons kg le corps residuel de Wq, fini sur fco, 'ou' une uniformisante de Wq, et conside- 
rons une composante connexe X" = Spec(A") de X' . Soit k" son corps residuel, fini sur fc. L'in- 
clusion fcg ^ k" deduite du morphisme X" — > S' est formellement lisse, car fcg est parfait, done se 
releve d'apres [EGA 0,v 19.7. 1 et 2] en un morphisme formellement lisse Wq I" oil /" est un 
anneau local complet noetherien. Get anneau est un anneau de valuation discrete. L'anneau A!' jw' 
etant reduit (et equidimensionel de dimension d — 1 de corps residuel fc"), il existe d'apres le theo- 
reme de Cohen-Gabber l|7.ip . un relevement (fco-lineaire) fc" > A!' jw' et des elements a;i, . . . , Xd-\ 
dans I'ideal maximal de A!' jw' tels que le morphisme induit fc"[[ii, . . . A" /va^ envoyant 

I'indeterminee ti sur Xi, soit fini, generiquement etale en haut et en bas. 

Par lissite formelle de Wq — > /", le morphisme compose /" — ^ fc" A" /tjj' se releve en un Wq- 
morphisme /" A" . En relevant les Xi dans A'\ cela nous permet de construire un morphisme 
A'^ ■= r'[[ti^...,td-i]] A", fini injectif (cf. p. ex. [EGA 0,v 19.8.8 (demonstration)]), etale 
au-dessus du point generique de la fibre speciale. 

Notons K" le corps des fractions de A" . 

5.4. — Le but de ce paragraphe est de demontrer la proposition suivante : 
Proposition 5.4.1- — Les groupesH^ {S^ec{K")(.i,7i/p) sont nuls pour N > d\m{A) + d\Yap{k) . 
Remarquons que dim(A) = d\m{A") et que dimp(fc) = dimp(fc"). 

Soit TV comme ci-dessus et eonsiderons une elasse c € H^(Spec(i4r")6t, Z/p). Nous allons com- 
meneer par montrer que c s'etend a un grand ouvert : 

Lemme 5.4-2. — // existe un ouvert U C X" eontenant les points maximaux de la fibre speciale 
et une elasse cjj G H^(C/6t, Z/p) s'envoyant sur c par restriction a Spec(i4r"). 

Demonstration du lemme. — Soit p un point maximal de la fibre speciale Spec(A" /vu'). L'anneau 
A" etant normal, le localise A'^ est un anneau de valuation discrete. Soit K''^ le corps des fractions 
de I'henselise de A'^ et Cp la restriction de c a Spec{K"p). II resulte du theoreme de Kato (|2.3.ip que 
I'on a cdp{K"p) = 1 + dimp(Frac A"/p). D'apresglil on a done cdp(i^"p) < dim(yl") +dimp(fc") < 
N, de sorte que Cp = 0. Joint au lemme ci-dessous, cela montre que la elasse c appartient a I'image 
du morphisme de restriction H^(Spec(Ap)6t, Z/p) — > H^(Spec(iir")^t, Z/p). II existe done, pour 
chaque p comme ci-dessus, un ouvert Up de X" eontenant p et une elasse Cp sur Up induisant 
c sur Spec(X). Quitte a retreeir ces ouverts, on peut utiliser inductivement la suite exacte de 
Mayer- Vietoris pour recoller ces Cp en une elasse Cu sur U = UJ7p. 

□ 
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Lemme 5.4-3. — Soit A un anneau de valuation discrete et notons K son corps des fractions. 
Considerons A''' son henselise, son corps des fractions et c G H^(Spec(/'ir)ct, 'Zi/n), oil {n, N) e 
N^. Si I'image de c dans H^(Spec(iir'')<5t, Z/n) est nulle, la classe c appartient a I'image du 
morphisme de restriction H^(Spec(A)6t, Z/n) H^(Spec(iir)6t, Z/n). 

Demonstration. — Le morphisme Spec(yl''') ^ Spec(A) induisant un isomorphisme sur les 
localisations strictes et un isomorphisme au-dessus du point ferme s de Spec(^), on voit 
facilement d'apres [SGA4 v 6.4 et 6.5] et [SGA4 viii 5.2] que le morphisme d'adjonction 
Rr{s}(Spec(A)^t, Z/n) Rr{sh}(Spec(^'')et, Z/n) (oil est le point ferme de Spec(yl'')) est un 
isomorphisme. Le morphisme de suites exactes 



H^(Spec(A)6t,Z/n) 



H^(Spec(A'')6t,Z/n) 
permet alors de conclure. 



H^"(Spec(if)ct,Z/n) 



.Hf^+i(Spec(A)et,Z/n) 



■ H^(Spec(if'')et, Z/n) H^+i(Spec(A'')6t, Z/n) 



□ 



Revenons a la demonstration de 15.4.11 On pent supposer d > 2, sans quoi le resultat est deja 
connu. Notons tt : X" = Spec(A") Xq = Spec(j4Q) le morphisme considere en 15.3.51 II est 
fini et etale au-dessus du complementaire d'un ferme de Xq ne contenant pas la fibre speciale 
(au-dessus de Sq). Notons Fc le ferme Tr{X" — U) C Xq , oil U est comme en 15.4.21 et posons 
F := Ftt U Fc. Par hypothese, F est contenu dans le lieu d'annulation d'une fonction / e Aq telle 
que / ^ (w')- Ainsi, d'apres [4T3] (ii) et (i) (applique a k = /' et m = (07')), on pent supposer que 
/ appartient a I'[[xi, . . . , Xd-2]][xd-i] et est unitaire en Xd-i. 

De meme qu'en egale caracteristique, il resulte du lemme [4741 et du theoreme 14 . 51 que Ton pent 
algebriser le morphisme tt : Spec (A") Spec(AQ) : il existe un diagramme cartesien 



X" = Spec(A") 



X'^ = Spec(A[,') 



■X" = Spec(A") 



fini, gen. etale 



■ X'^ = Spec(A[,') 



ou A'^ est /"[Jxi, . . . ,xd^2]]{xd-i}. _ 

La paire {X", V{f)) est henselienne, car {Xq, V{fj) Test, de sorte qu'il resulte du theoreme de 
comparaison de Fujiwara-Gabber ( |Fuj95| , 6.6.4) que le morphisme 

UgiX^' - V{f),Z/p) ^ RgiX" - V{f),Z/p) 

est un isomorphisme. Ainsi, la classe c G H^(Spec(iir")ct, Z/p), qui a ete prealablement eten- 
due a X" — V{f), provient, par restriction, d'un element de HK(X" — V{f),Z/p). Soient 
K" le corps des fonctions rationnelles du schema integre X" et L le corps des fractions de 
I'anneau I"[[xi, . . . ,Xd~2]]. L'extension K"/L est de degre de transcendance un de sorte que 
cdp(i^") < 1 + cdp(L) l|2.3.2p . D'apres I'hypothese de recurrence, on salt d'autre part que 
cdp(L) < (dim(A") — 1) -I- dimp(fc"). Finalement, cdp{K) < dim(^) -I- dimp(A;) et c, qui ap- 
partient a I'image de H'^ (Spec(K")ct,Z/p) — > H^(Spec(_fi'")ot, Z/p) est nul. (Rappelons que 
N > dim(A) + dinip(fc).) 

Ceci acheve la demonstration de la proposition 15. 4.11 

Soient Kq (resp. Kq) le corps des fonctions de Sq (resp. Sq). Par construction, il resulte de l5.4.1l 
que les groupes de cohomologie H^(Spec(i4r®X(,^i^o)ct, Z/p) sont nuls pour TV > dim(A) + dimp(fc). 



Corollaire 5.4-4- — Sloit Kq une cloture separable de Kq. Les groupes H^(Spec(7^ 
Ko)ct, Z/p) sont nuls pour N > dhn{A) + dimp(fc). 
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Demonstration. — Soit en effet W /Wq une extension finie. La fibre speciale du morphisme 
Spec(A' '^w^ ~^ Spec(VF) est encore reduite, de sorte que Ton pent appliquer le theoreme de 

Epp et la proposition precedente pour en deduire la nullite de H^(Spec(if i^Ko Fi'ac(iy))6t, Z/p). 
On passe alors a la limite. 

□ 

Proposition 5.4-5. — Soient A, K,k et p comme dans ll.^ Supposons A normal, complet de 
caracteristique mixte. On a alors I'inegalite : 

cdp{K) < dim(A) + dimp(fc) + 2. 

Nous utiliserons le lemme elementaire suivant : 

Lemme 5.4-6. — Soient K un corps, N un entier et p un nomhre premier. Supposons que pour 
toute extension finie separable L de K on ait H*^(Spec(i)ct, Z/p) — pour tout M > N. Alors, 
cdp{K) < N. 

Demonstration du lemme. — Soient K une cloture separable de K et H un p-Sylow de 
Gei\(K/K) =: Gr. On a I'egalite cdp{GK) = cdp{H) f iSer94j . chap. I, §3.3, corollaire 
1). Puisque que H est un p-groupe, cdp{H) est le plus grand entier D (s'il existe) tel que 
H^(7f, Z/p) = pour tout M > D {loc. cit., §4, proposition 21). Or, pour chaque M, le groups 

R^iH, Z/p) = R^'(K , Z/p) est une colimite de groupes H^^(L, Z/p) avec L/K finie etale. Sous 
nos hypotheses, les termes de cette colimite sont tons nuls pour M > iV de sorte que cdp{H) < N 
comme escompte. □ 

Demonstration de la proposition. — Rappelons que le corps Kg est un corps local a corps residuel 
parfait de sorte que cdp(ifo) < 2 {loc. cit., chap. II, 4.3). Cette observation, jointe au resultat 
r annulat ion 1 5 . 4 . 4} permet de deduire de la suite spectrale 

El^' = (Gk„, H^,(i^ 0K„ 1^0, Z/p)) ^ B^^^K, Z/p) 

I'annulation des groupes Y{^^{K, Z/p) pour N > dim(yl)+dimp(fc) + 2. Ceci etant egalement valable 
pour les extensions finies de K, on pent utiliser le lemme ci-dessus pour conclure. □ 

5.5. Fin de la demonstration. — Fixons d et r deux entiers et considerons le plus petit entier 
N tel que pour tout A comme en l5.4.5j de dimension d et de corps residuel de p-dimension r, on 
ait cdp(Frac>l) < N. On a vu ci-dessus qu'un tel entier N existe (et est inferieur a d + r + 2). 
D'apres le lemme [5.4.61 il existe un anneau A comme ci-dessus, de corps des fractions K tel que 
{Spec{K)ct,Z/p) ^ 0. Supposons par I'absurde N > d + r. D'apres les resultats du paragraphs 
15.31 il existe alors une extension finie L/K telle que H^(i,Z/p) = 0. Ce groupe est isomorphe 
a H|^(if, Ind^(Z/p)). La surjection canonique Ind^(Z/p) Z/p de modules galoisiens (donnee 
par la trace) induit ici, puisqu'il n'y a pas de cohomologie en degre > + 1, une surjection 

= lig{L,Z/p)^UgiK,Z/p) 

sur les groupes de cohomologie. Contradiction. 

6. Le cas d'un ouvert de 

Dans cette section, on demontre le theoreme suivant : 

Theoreme 6.1. — Soit A un anneau henselien excellent integre de corps residuel k de caracte- 
ristique p > et de corps des fractions de caracteristique nulle. Alors, pour tout ouvert non vide 
afftne U C Spec(^[p~^]), on a : 

dim.coh.p(L'(5t) = dim(j4) + dimp(fc). 
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Rappelons que pour tout topos T on note dim.coh.p(r) le plus grand entier d tel que H''(r, ^) ^ 
pour au moins un faisceau de p-torsion ^ (cf. [SGA4 x §1] et [SGA4 ix 1.1]). 

On majore dim.coh.p(L/6t) en procedant comme plus haut (cf. l6.3p . Pour minorer dim.coh.p(C/ct), 
on se ramene au cas oil U est le point generique par una astuce de globalisation d'une classe de 
cohomologie apres un revetement ramifie de degre 2 (cf. I6.2.ip . 

6.2. Minoration. — Soient A, k comme en l6.ll : posons r = dim(A) + dimp(fc) que Ton suppose 
fini pour simplifier. On pent supposer A normal car d'une part A est japonais et d'autre part, 
pour tout morphisme fini A A\ an a, dim.coh.p(A) > dim.coli.p(A'). Soit ^ un point maximal 
de V{p) C Spec(A). Notons le corps des fractions de I'henselise de I'anneau de valuation 
discrete A^. Par hypothese, d\uip{K^) = r de sorte qu'il existe una extension finia K' / K'^ telle 
que C K' at W{K' , T^/p) ^ (cf. 15.4. 6"1) . L'axtansion (separable) K' /K^ paut etra definia par 
un polynoma irreductibla unitaira a coafHcients dans K^. Par unicite de l'axtansion de la norma 
de a sa cloture separable, le lemme de Krasner est applicable et Ton pent done approximer les 
coefficients de ce polynome par des elements de K de sorte que I'extension K' / soit definie sur 
K. Quitte a remplacer A par sa normalisation dans cette extension, on pent done supposer que 
W {K^ , fi'^^) ^ 0. D'apres les resultats de K. Kato f |Kat82) . theoreme 1), ce groupe est engendre 
par las symholes ; an particulier, il axista des elements ipi,. . . ,ipr £ [K^)^ tals que la classe 

c = x^, u---ux^. eH'^(ife",Mf ) 

soit non nulla. Ci-dessus, Xvi I'image de ipi par le compose (K^)^ {K'^)^ / {K'^)^p 
Hi(K|',/ip). 

Ramarquons qua I'annaau A^ etant lianselien, il axista un antiar N tel que 

(*) 1 + mf c (1 + m^f 

dans cet anneau. II en resulte immediatement que Ton pent approximer les tpi par des elements de 
K sans changer las x^Pi ■ 

On va montrar dans la proposition suivanta qu'il existe una classe de cohomologie dans 
W{Spec{A[p~^]),^), ou ^ est un Z/p-faisceau, non nulle en restriction au corps das fractions. 
La minoration desiree (pour tout ouvert affine non vide U comme dans I'enonce du theoreme) 
s'en deduit immediatement. 

Proposition 6.2.1 ( |Gab06j ). — Soient A, ^ etc comme ci-dessus. Pour tout voisinage ouvert 
W C Spec(v4) de ^, il existe un morphisme surjective, fini et plat de rang 2, n : U' ^ U :— 
Spec{A[p~^]) , tel que si I'on note j' I'immersion ouverte {WOU)' :— 7t~^{W DU) ^ U' , il existe 
egalement une classe c' £ W {U' , j'jj,p^) telle que ir soit (etale et) decompose sur :— Spec{K^) 

U' xuU^ ^U^]]_U^, 

de telle fagon que c' induise par restriction (c, — c) sur ]J . 

II suffit de demontrar la proposition dans la cas particulier ou r = 1. Ramarquons tout d'abord 
a cette effet que si la conclusion de la proposition est vraia pour un ouvert Wo, elle Test pour tout 
ouvert W le contenant. Quitte a retrecir W , on peut done supposer les fonctions ^pi inversibles sur 
W n [/. Le produit (cf. p. ex. [SGA4,5 Cycle 1.2.4]) 

Hi((w n uy, Mp) ® ■ • ■ ® Hi((w n c/)',Mp) ® Hi(c/', j,Vp) ^ h''(c/', jiVr) 

fournit une classe c' a partir du cas r = 1 et des symboles associes aux r — 1 dernieres fonctions. 

Supposons W = Spec(yl[ft,^^]). Quitte a diviser ip par una puissance de hP , on paut supposer 
que <^~^ s'etend en una fonction V sur f/, divisible par /i^. Enfin, quitte a multiplier par una 
puissance convenable de (inversible sur C/), on paut egalement supposer que v^{}f>) > N. 

Considerons le revetement Uq de U defini par I'equation : 

f{X) := - {^P + 2)X + 1 = 0. 
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Observons des maintenant que la fonction X est inversible sur ^ui, - Le polynome unitaire giX) :— 
^^/(■f ) — X^- {l + 2(p)X + (p'^ (congru a X{X-1) modulo m^) satisfait aux conditions g{l) G {(p) 
(resp. 5(<y3^) e if^j) et ^'(l) G (resp. g'{<f'^) G ; le polynome / possede done deux racines 
X et x' dans telles que x = (pmod{(p^) et x' = (p~^ mod (1). II existe done o G A| tel que 
X = ip{l + a(p) ; par hypothese sur (p et iV, {l + a(p) G K^^^ , de sorte que = dans ll^{K'^, fip). 
II en resulte immediatement que Xx' — —Xv ^^i^ U' le normalise de Uq dans ?7'[-^] ; puisque par 
hypothese /i^ divise (dans ^u;,) V'j ainsi done que son multiple (X — 1)^, on a h\X — 1 dans i^u'. 
La fonction X est done une section sur U' du faisceau GmU',v(h) ■— Ker(Gm£/' 'i*GmV(h)) , ou 
Ton note i I'immersion fermee V{h) ^ U'. Soit j' I'immersion ouverte complementaire. Puisque p 
est inversible sur U' , on a une suite exacte 

qui etend la suite exacte usuelle de Kummer sur K^. L'image de X par le morphisme cobord est 
la classe de cohomologie c' recherchee. 

6.3. Majoration. — On procede par recurrence sur dim(A). Le cas de la dimension 1 est du 
a K. Kato. Le theoreme de Lefschetz pour les morphismes afRnes de type fini entre Q-schemas 
excellents ([SGA4 xix 6.1]), nous ramene (grace a I'hypothese de recurrence) au cas particulier ou 
U = Spec{A[p^^]) . La methode de la trace ([SGA4 ix 5.6]) nous ramene a montrer I'annulation de 
{Spec{A[p'~^]) , Z/p) pour n > dim(yl) + dimp(fc) =: r. On pent egalement supposer A normal 
et complet. Soit ko le sous-corps parfait maximal de k. Comme rappele ci-dessus ( §5.3p . il existe 
une extension finie W /W{ko) telle que le morphisme Spec(A ®w{ko) W'Y Spec(W^') ait une 
fibre speciale reduite. Procedant comme en ^5.41 le resultat pour ®vK(feo) se ramene par 

algebrisation au resultat analogue dans le cas particulier ou A est I'henselisation d'une algebre de 
type fini sur un anneau (local excellent) B de dimension un de moins, et que I'extension residuelle 
pour A/B est finie. D'apres le theoreme de Lefschetz afSne (cf. op. cit.), cela resulte de I'hypothese 
de recurrence. La conclusion etant egalement valable pour les extensions finies de W, on a done : 

H"(A[p-i] ®Ko i^, Z/p) = Vn > r, 

ou Ton note Kq — FracVF(fco). 

Puisque cdp{Ko) < 2, il s'en suit que pour tout rp[GKo]-module V, et tout n > r + 2, on a 
H"(j4[p~^], V) = 0. Comme en ^5.5^ on observe que pour tout tel V, il existe une surjection V ^ V 
ou V est une somme directe d'induites de representations triviales de petits (c'est-a-dire contenus 
dans GpracH") sous-groupes ouverts. Pour un tel V on connait le resultat d'annulation pour 
n > r. L'annulation du i/" pour V se ramene done a I'annulation du pour Ker(V"' V). 

On obtient la majoration desiree en procedant ainsi une fois de plus. 



7. Appendice : le theoreme de structure de Cohen-Gabber 

Theoreme 7.1 ([ GabOSa] . lemme 8.1). — Soit A un anneau local complet noetherien reduit, 
d'egale caracteristique p > 0, equidimensionel de dimension d et de corps residuel k. II existe 
un sous-anneau Aq de A, isomorphe a k[[ti, . . . ,td]], tel que A soit fini sur Aq, sans torsion 
et generiquement etale. De plus, le morphisme Aq ~> A induit un isomorphisme sur les corps 
residuels. 

Ce resultat apparait explicitement comme hypothese (dans le cas integre) dans [EGA 0,v 21.9.5]. 
La demonstration du theoreme, tiree de [GabOSaj, occupe le reste de cette section. 

7.2. — Soient ti, . . . , G A un systeme de parametres, {bi}i^i une p-base de k ~ A/mA, {Pijiei 
des relevements des 6^ dans A (que nous changerons par la suite) , et k C A le corps de representants 
correspondant (cf. [Bourbaki, A.C. chap, ix, §2, N°2]). 

Notons C I'ensemble des composantes irreductibles de A, {pa}aiEC I'ensemble des ideaux pre- 
miers minimaux de Spec(j4), et Aa := A/ pa I'anneau integre de dimension d correspondant a la 
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composante irreductible a. L'anneau A etant reduit, on a (0) — Hapa ', c'est une decomposition 
primaire reduite : Va, fl/j^ap/j C p^j. 

Pour tout ensemble fini e C /, posons He ■= K^(/3i, i ^ e) C k. Les trois proprietes suivantes 
sent evidentes : 

(★) [k : Ke] < +00, KeUe' C Kg H Kg' et CleCl = ■ 

7.3. — Pour simplifier les notations, fixons a G C et posons B — Aa, L son corps des fractions 
et Ti I'image de ti £ A dans B par la surjection canonique. Considerons les anneaux suivants : 

i?« = K[[Ti,...,rrf]] CB, 
^ Frac i?« C L, 

-Rk.b = Ke[[Tf, . . . ,r^]] C 

Ln^e — Frac-Rfj,e C -L^; 

les morphismes d'inclusion sont finis (of. p. ex. [EGA Oiv 19.8.8], demonstration). Les Ti ci- 
dessus sont analytiquement independants sur k : est un anneau de series formelles. 

D'apres |Mat89) . §30, lemme 6, et I'analogue de (★) pour les sous-corps L^^e de L^, on a I'egalite 

rangil7[/i^^ = rang^^f^^^/^^^, 

des que I'ensemble fini e est suffisamment grand. 

En particulier, on pent supposer cette egalite valable pour chaque composante irreductible a. 
Le terme de gauche est le rang (generique) du B-module ^"^^/b. ' remarquons que d'apres 

[EGA Oiv 21.9.4], f^Jj/^. s'identifie au module f^]^/^ des formes differentielles continues. Le 
terme de droite est le rang du i?K,e-module libre il^^ ^/r,^ - Ce dernier est egal a d + rang^fi;^ — 
d + \e\ de sorte que Ton a : 

(7.a) rangsfi^/^^ = d+ |e| 

Lemme 7.3.1. — Pour tout ideal non nul I de B, I'ensemble des d{i) ®b L, pour i E I, est une 
famille generatrice du L-espace vectoriel i^^j/^^ ®s ^• 

Demonstration. En effet, si zq G / est non nul et si Ton pose vq — d{io), I'ensemble d{Bi) — 
{bvo + iodb, b € B} contient vq et est generateur puisque I'ensemble des db Vest. □ 

7.4. — Supposons e choisi comme ci-dessus et d > sans quoi le theoreme est trivial. Identifions 
I'ensemble C des composantes irreductibles de Spec(A) a I'ensemble {l,...,c}, et notons pour 
tous I S e et j e {1, . . . , c}, f3ij I'image dans Aj — A/ pj de Pi € A. (Rappelons que les Pi font 
partie d'une p-base de k C A.) Fixons < j < c — 1 et supposons qu'il existe des elements {mi}i^e 
dans tels que les images des elements f3i + mi dans chacun des anneaux Ai, . . . ,Aj ait des 
differentielles lineairement independantes (dans n\^^j^^ ^ Frac Ai, . . ., rj^^Y^^ , Frac A j,). 
(Pour j = 0, cette condition est vide.) Verifions qu'il en est de meme pour j + On pent supposer 
que les rui {i G e) sont nuls ; nous le ferons pour simplifier les notations. Afin de ne pas alterer 
les choix precedents sur les composantes Ai, . . . , Aj, on considere I'ideal pi Ci ■ ■ ■ pj — Ker(y4. 
Ai X ■ ■ ■ X Aj). Comme rappele plus haut, pi D • ■ ■ H pj C p^+i de sorte que son image dans 
B A/pj+i est un ideal non nul. Si j > 0, nous noterons / son image ; si j = 0, posons / — ms. 
D'apres les resultats du paragraphe precedent, rang^fi^^^ (i+ |e| > |e| et la famille d{I) est 
generatrice dans f^^/^^ ®s i (oil L = FracB). II existe done des elements m- G /, i G e, tels que 
les differentielles des elements d{Pij+i + m[), z G e, soient lineairement independantes. II suffit 
alors de relever les m'j dans pi C\ ■ ■ ■ H pj C mA si j > 0, ou simplement dans rriA si j = 0, pour 
obtenir les elements souhaites. 
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7.5. — D'apres les resultats des deux paragraphes precedents, il existe un ensemble fini e tel 
que pour chaque composante irreductible i? de ^ on ait rang^fi^j^^ = d+ |e| et d'autre part des 
elements i £ e, relevant les h, dont les differentielles sont lineairement independantes dans ces 
groupes. Si Ton considere le corps k' := KP{f3i,i ^ e; /?-, i g e) = Ke{f3i, i € e) C A, celui-ci s'envoie 
isomorphiquement sur k par la surjection canonique A k = A/xtia et Ton a 

rangsl)^/^, = d 

pour toute composante irreductible B de A. Pour simplifier les notations nous noterons ce nouveau 
corps de representants k. 

Le j4-module etant de rang (generique) d sur chaque composante irreductible, on 

montre en procedant commc prcccdcmmcnt, qu'il existe des elements fi, . . . , fd de A tels que 
les d{fi modpQ,) FracAo, forment une base de 0,^^^^ FiacAa pour chaque composante 
irreductible Aa. Quitte a les multiplier par une puissance p-ieme d'un element non nul appartenant 
a VttA, on voit que Ton pcut les supposer dans ra^. Rappclons que Ton a choisi un systcmc de 
parametres ti,. .. ,td dans A, de sorte qu'en particulier, comme rappele plus haut, le morphisme 
A/k[[ti,. . . ,t<j]] est fini. 

Posons, pour i e 

t[ if (1 + /,:)• 

Soit Aq le sous-anneau n\\t'i, . . . , t'^]] de A. Le morphisme A/Aq est fini : cela resulte du fait que les 
elements 1 + /, sont des unites de A. II est generiquement etale sur chaque composante irreductible 
compte tenu de I'hypothese sur les elements fi et de la formule 

d{t'^ = t^dfi. 
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